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Some inequalities are derived from the extremal properties of thermodynamic equilibrium states.
Nonequilibrium states with the same volume and entropy as the equilibrium state are constructed
by scale transformations from the equilibrium distributions to other values of volume and entropy.

A volume-changing scale transformation gives the virial theorem and a stability condition for any
system. An entropy-changing scale transformation yields the equipartion theorem and the condition
C 4, >C", for classical systems. A combined scale transformation gives a new stability condition which
is more stringent than the condition belonging to the virial theorem. The latter degenerates to an
identity for ideal systems, the former for a classical plasma.

Trotz der wesentlichen Fortschritte, die im letzten
Jahrzehnt bei der theoretischen Untersuchung von
Vielteilchensystemen erzielt worden sind, 16sen die
entwickelten Methoden die eigentlichen dynamischen
Probleme der Vierteilchensysteme nur in sehr be-
schrianktem Mafe. Der beste Beleg dafiir ist die Tat-
sache, dal bisher nur einige wenige Grenzfille, wie
das Elektronengas hoher Dichte nach Macke, GELL-
Man~y und Brueckner ! behandelt werden konnten.

In dieser Situation miissen alle Moglichkeiten be-
achtet werden, die unabhéngig von Naherungsver-
fahren zu exakten Ergebnissen fiihren, wobei diese
entweder direkt Aussagen iiber meBbare GroBen
darstellen oder wenigstens zum Test von Naherungs-
rechnungen benutzt werden konnen. Die vorliegende
Arbeit ist ein Beitrag in dieser Richtung. Es werden
Stabilitdtsbedingungen aus dem zweiten Hauptsatz,
niamlich aus der Maximaleigenschaft der Entropie
im Gleichgewicht abgeleitet. Benutzt wird die Extre-
maleigenschaft des Gleichgewichtszustandes gegen-
iiber Ahnlichkeitstransformationen.

Eine Volumen-Ahnlichkeitstransformation ohne
Entropiednderung wird in Abschnitt 2 betrachtet.
Sie fithrt in bekannter Weise zum Virialsatz. Die
zugehorige Stabilitatsbedingung wurde unter speziel-
len Voraussetzungen (Elektronengas im Grundzu-
stand bereits von FErreLL und von Macke und Zie-
scHE 2 untersucht, jedoch anscheinend noch nirgends
allgemein formuliert.

In Abschnitt 3 fiihrt eine Entropie-Ahnlichkeits-
transformation im Impulsraum allein bei klassischen
Systemen zum Gleichverteilungssatz, ohne daf fiir

1 W. Macke, Z. Naturforschg. 5a, 192 [1950]. — M. Geri-
Maxn u. K. A. Brueckxer, Phys. Rev. 106, 364 [1957].

den Beweis die konkrete Form der Gleichgewichts-
verteilung benotigt wird. Die zum Gleichverteilungs-
satz gehorige Stabilititsbedingung fordert, daB die
spezifische Warme eines klasischen Systems immer
grofer als die des idealen Gases gleicher Tempera-
tur ist. Dieses Resultat kann auch direkt aus der
kanonischen Verteilung abgeleitet werden. Aus ihm
folgt weiter, dal die Entropie immer kleiner ist als
die des idealen Gases gleicher Dichte und Tempera-
tur.

SchlieBlich werden in Abschnitt 4 Volumen und
Entropie unabhingig voneinander durch gleichzei-
tige voneinander unabhingige Transformationen in
Orts- und Impulraum variiert. Dabei entsteht eine
neue Stabilitdtsbedingung, die durch direkte, von
der kanonischen Verteilung ausgehende Rechnung
kaum zu finden ist. Sie ist fiir klassische Systeme
starker als die zum Virialsatz gehorende Bedingung.

Untersucht werden noch die Fille, in denen die
Stabilitdtsbedingungen identisch erfiillt werden. Die
allgemeine, zum Virialsatz gehérende Bedingung
entartet bei idealen (Quanten-) Gasen. Das Entspre-
chende gilt fiir die starkere, auf klassische Systeme
beschrinkte Bedingung bei Couroms-Wechselwir-
kung, allgemeiner bei einem Potenzgesetz fiir das
Wechselwirkungspotential. Daher bleibt bei klassi-
schen Plasmen nur die erwidhnte Bedingung fiir die
spezifische Warme iibrig, im Gegensatz zum Quan-
tenplasma.

Extremaleigenschaften des Gleichgewichts, die sich
fiir Systeme im Grundzustand einfach auf die Mini-
maleigenschaft der Energie reduzieren, wurden in

2 R. A. FerreLr, Phys. Rev. Letters 1, 443 [1958]. — W.
Macke u. P. Ziescae, Ann. Phys. Leipzig 13, 25 [1964].
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der Literatur mehrfach diskutiert. So fiihrt eine rein
thermodynamische Analyse nach Laspau und Lir-
scHrz 3 auf die Aussagen, daB die isotherme Kom-
pressibilitit (Op/30)r und die spezifische Wirme
bei konstantem Volumen immer positiv sind. An-
wendungen der Extremaleigenschaft der freien Ener-
gie wurden von KoppE und WaceNer und Korpk *
referiert und untersucht. Die Minimaleigenschaften
der Energie wurden im Zusammenhang mit bestimm-
ten Naherungsverfahren und Modellvorstellungen
benutzt. So zeigte PomErANTSCHUK ® im Rahmen der
Laxpauschen Theorie der Fermi-Flissigkeiten, daf}
sich aus der Stabilitdt der Fermi-Flache gegeniiber
Deformationen einschrinkende Bedingungen fir die
Wechselwirkungsfunktionen der Quasiteilchen erge-
ben. TuouLEss u.a.® forderten die Minimaleigen-
schaft beim Harrree—Fock-Verfahren, um unphysi-
kalische Losungen dieses Naherungsverfahrens als
solche erkennen und ausscheiden zu konnen. Zwi-
schen diesen Arbeiten und der vorliegenden Arbeit
besteht, auller der gemeinsamen Grundlage, kein
weiterer Zusammenhang.

Die hier dargestellten Ergebnisse werden ergénzt
durch weitere Untersuchungen, die auf der Stabilitat
des Systems bei dufleren Stérungen beruhen und im
Anschluf} an diese Arbeit veroffentlicht werden?.

1. Extremaleigenschaft des Gleichgewichts-
zustands

Die Extremaleigenschaft thermodynamischer
Gleichgewichtszustdnde wird in der folgenden Form
benutzt: Von allen moglichen (i. allg. Nichtgleich-
gewichts-Zustdnden des Systems mit festem Volu-
men U und fester Entropie S besitzt der Gleichge-
wichtszustand minimale Energie E, also

0E=0 bei 0S=0, 6U=0. (1)

Dieser Satz folgt unmittelbar daraus, dafl
a) die Entropie eines abgeschlossenen Systems im
Gleichgewicht ein Maximum hat und daf}
b) entsprechend
(3E[/3S)y=T>0 (2)

die Energie eine monotone Funktion der Entro-
pie ist. T ist die absolute Temperatur.

3 L. D. Laxpav u. E. M. Lirscuirz, Statistische Physik, Mos-
kau 1964.

4 H. Koepg, in W. HeisexBere und die Physik unserer Zeit,
Braunschweig 1961. — F. Wacex~er u. H. Korpg, Z. Natur-
forschg. 20 a, 1553 [1965].

5 1. Ja. Pomerantscuuk, Zh. Eksperim. Teor. Fiz. 35, 524
[1958].
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In Abb. 1 sind beide Aussagen zusammengefaft.
Jedem Nichtgleichgewichtszustand entspricht ein
Punkt im Diagramm, aber zu einem Punkt gehoren
umgekehrt noch beliebig viele Nichtgleichgewichts-
zustdnde. Auf den Horizontalen E = const liegen Zu-
stinde, die bei irreversiblen Prozessen im abge-

E Nichtgleichgewichts -
zustdnde

Gleichgewicht

keine Zustdnde

Abb. 1.

schlossenen System nacheinander durchlaufen wer-
den. Auf den Vertikalen S=const sind jeweils Zu-
stande vereinigt, die bei der Variation (1) mitein-
ander verglichen werden. Der Gleichgewichtszustand
besitzt die kleinste Energie, wie oben behauptet.

Alle Zustiande des Systems konnen durch statisti-
sche Verteilungen beschrieben werden. Ein klassi-
sches System aus N Teilchen wird durch eine Ver-
teilung

fhy.o. by, ty...1y) =f(p,x) 3)

im Phasenraum charakterisiert. Die Verteilungsfunk-
tion ist nach

f’ dI‘f(p,I) =1, dI' = dpl"'de drl..-drN/hﬁN
(4)

auf 1 normiert. Der Strich am Integral deutet die
Reduktion des Phasenvolumens bei Systemen mit
identischen Teilchen an. Fiir ein Einkomponenten-
system identischer Teilchen ist einfach

[ dI" = [ dTN!

Die Verteilungsfunktion f selbst ist dimensionslos.
Die Entropie wird durch den allgemeinen Ausdruck

S=—k['dI f(p,z) Inf(p,2) (5)

bestimmt. % ist die BoLrzmann-Konstante.
Quantensysteme konnen durch ihre Dichtematrix

O(Ty. . TNy Ty ... Ty) = 0(2, £) (6)

S D. J. Tuouress, Nucl. Phys. 21, 225 [1960]. — K. Sawapa
u. N. Fukupa, Progr. Theor. Phys. 25, 653 [1961]. — W. N.
Apawms, Phys. Rev. 127, 1650 [1962]. — M. Ja. Amusia,
Phys. Letters 16, 154 [1965].

7 R. Lexk, Z. Naturforschg. 21 a, 1556, 1562 [1966].
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beschrieben werden. Diese ist entsprechend
Spo= fdro(z,z) =1, dz =dr,...dry (7)
normiert. Die Entropie kann aus

S= —kSp{olno}=—-k>oIno (8)

berechnet werden. Die o, sind die Eigenwerte der
Dichtematrix.

2. Volumentest

Um aus der Minimaleigenschaft (1.1) der Ener-
gie Folgerungen ziehen zu konnen, ist es erforder-
lich, zur Gleichgewichtsverteilung im Volumen U mit
der Entropie S weitere Verteilungen mit gleichem U
und S zu konstruieren. Die Konstruktionsvorschrift
muf} hinreichend einfach sein, wenn allgemeine Aus-
sagen abgeleitet werden sollen. Eine Moglichkeit be-
steht in folgendem, zunachst fiir klassische Systeme
formulierten Verfahren: Die zu einem groferen Vo-
lumen U’ =73 U, aber zur ungeinderten Entropie S
gehorende Gleichgewichtsverteilung furs(p,z) wird
durch die in den Argumenten von f durchzufiihrende
Ahnlichkeitstransformation z — 4z auf das alte Vo-
lumen U komprimiert. Die mit dieser Verkleinerung
des Ortsraums verbundene Entropieabnahme wird
durch eine entsprechende Dehnung p—471p im
Impulsraum kompensiert, vgl. (4). Auf diese Weise
entsteht die Verteilung

filp,2) = fo's A1 p,dz), U'=230, (1)
die im allgemeinen von der Gleichgewichtsverteilung
fos(p,x) verschieden ist. Sie beschreibt aber wie-

der einen Systemzustand im Volumen U. Die vari-
ierte Verteilung f; ist nach

J'dl fi(p,2) = ["dI fors (A7 p, A2)
= [ dI" fors (p', &) =1 (2)
richtig normiert, wenn die zu U’ gehorende Gleich-

gewichtsverteilung es ist. In (2) wurden die Bezeich-
nungen

p’=A"1p, dI"=dp’dz'=dI’ (3)
benutzt. Die Entropie behalt bei der gesamten Trans-
formation
Si=—k['dl filnfi (4)
=—k [ dI" fvs(p’,2’) Infors(p’,2) =S
tatsachlich ihren Wert unverandert bei.

Nun kann die Energie als Mittelwert der Hamir-
toN-Funktion

H=X% 1 Y o =K@) +V(@) ()

T 2m

=iz,
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berechnet werden:
Ei= ["dl" 1iH
= ["dI" fus(p’, %) [22K(p') +V (2712)]
—B2EU,S) +(V(12))vs. (6)

In H wurde das Potential der Wandkrifte (Begren-
zung des Volumens) fortgelassen, da es zur Gesamt-
energie nur einen vernachldssigbaren Oberflichen-
term beitragt. Ey ist die kinetische Energie des
Gleichgewichtszustands mit den im Argument ange-
gebenen Volumen- und Entropiewerten. (V(z))
wire die entsprechende potentielle Energie.

Das eben beschriebene Verfahren kann in ana-
loger Weise fiir ein durch seine Dichtematrix charak-
terisiertes System durchgefiilhrt werden. Die vari-
ierte Dichtematrix ist einfach

oi(z, %) =23V ours(lz, 1 7). )
01 beschreibt ein im Volumen U (nicht U’) einge-
schlossenes System und ist richtig normiert:
Sp0i=2% [dzrovs(hz,Ax)
= [de' ovs(2,2') =1. (8)

Auch die Entropie (1.8) bleibt bei der Transforma-
tion (7) erhalten, da sich die durch

Jdzo(2, ) 9. (2) =0 p»() 9)

definierten Eigenwerte 0, der Dichtematrix nicht dn-
dern. 91 besitzt namlich einfach die Eigenfunktionen
®»(Ax) zu den alten Eigenwerten:

l3x\'f dz 0 V'S (}» x, y) z) Dy (l z)

= [d% ovs (@, %) (&) =0y (2)) . (10)

Bei Bildung des Energiemittelwerts E; entsteht vor
E\ wieder der Faktor 2% wegen

p? ~ 32/32% = J2 52/32.

Das Ergebnis (6) fiir die variierte Energie gilt also
vollig allgemein.

E; muB fiir A=1 ein Minimum haben, also

&°E;

P >
| =zo0. (11)

a1
Bei der Bildung der Ableitungen wird E; entspre-
chend (6) als Funktion der beiden Variablen Z und
U’ aufgefaBt. Fiir die A-Abhingigkeit von U’ gilt

8 2y _any
o U'=30. (12)
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Damit lauten die gesuchten Ableitungen Weiter ist
dE, _3E | 3 , 3E (375) (ap) (_ _ _OF )
@t € v’ 38U )r \or v\ 3TV (20)
&E; _ S,L’E_:’:, » OE (13) or 3s \- @ \-1_ T
a or & Bw od (85 )vz ( 3T )v - (m>v T Cy (21)
L3y BE 34 3
) 343U 3V di dQ ist die bei konstantem Volumen zugefiihrte

Fiir =1 soll nach (11) dE:/dA verschwinden, und
zwar fiir beliebige Werte des Volumens U. Daher
verschwinden bei 2=1 auch alle Volumenableitun-
gen von dEi/dA, speziell der letzte Term in (13).

Insgesamt erhélt man

dE; | _[3E ai]

ai | “[az 305 (14)
$E, | _[3E | OE 3 \2

a1 [azz'+’a[ (30 av) }

wobei die zweite Ableitung bereits in einer fiir die
weitere Auswertung besonders giinstigen Form ge-
schrieben wurde. Setzt man noch

ax —21B - 1 <(x,f>V(z 12)),

L 1=2Ek+<(x—)V+ (#5:)7) 19

x —
ax Z rn arn

in (14) ein und beachtet die thermodynamische Be-
ziehung

p=— (3E/3V)s

fiir den Druck, so liefert das Verschwinden der er-
sten Ableitung von E; den Virialsatz in der Form

(16)

)
2Ek~<(:c—a?)V>=3pU (17)
Die Stabilitatsbedingung aus (11) lautet
4Ek+<(xai> V>2—90 r—pU (18)

o).~ 31

0=N/U ist die Dichte. (Op/3g)s wird im folgen-
den adiabatische Kompressibilitdt genannt.

(3p/d0) s kann mit Hife rein thermodynamischer
Beziehungen auf die Zustandsgleichung und die spe-
zifische Warme bei konstantem Volumen zuriickge-
fithrt werden. Denn es gilt

(’éazp}')s B (%})ﬁ (3? )v (’aa(Tf)Smit p=p(0,7),

(35)s == (55 ), (35 ), als Ldentitir. ~ (19)

Wirme, Co die entsprechende spezifische Warme,
v P P
genauer Warmekapazitit. Insgesamt entsteht

(%)s: @2—) r ¢ (eaapT)

fir die adiabatische Kompressibilitat. Die Stabili-
tatsbedingung (18) erhalt damit die Form

(22)

R
2(3)- 5+ 42 (5

Mit dem Virialsatz kann die kinetische Energie noch
auf den Druck zuriickgefiihrt werden:

b
onllrs) 725 )7)
op 5 p 3p \2
(ao) o+ (oor)
Die Potentialterme werden entsprechend

IW <(x —a%)nV> = %J%.@z(r) (r —) v(r) (25)
durch die Paarverteilung 0, bestimmt. Der Faktor
1/2 beriicksichtigt, daB bei ©, jedes Paar doppelt
gezdhlt wird. (24) macht bei bekannter Zustands-
gleichung und spezifischer Wirme eine integrale
Aussage iiber die Paarverteilung des Systems.

Eine Diskussion der Ungleichung (23) im klas-
sischen Grenzfall ist nicht sinnvoll, da fiir klassische
Systeme in Abschnitt 4 eine dhnliche, aber stirkere
Ungleichung abgeleitet wird. Der Fall extremer
Quantensysteme ist daher hier von besonderem In-
teresse. Fiir hochentartete Systeme (kleine Tempera-
turen) besteht praktisch kein Unterschied mehr zwi-
schen isothermen und adiabatischen Vorgingen, es
wird daher

70 (g~ (58

Der letzte Term in (23) kann dann ohne wesent-
liche Verschlechterung der Ungleichung durch Null
ersetzt werden. Bei Beachtung der exakten Bezie-
hung (22) erscheint (26) als Folge des dritten
Hauptsatzes, nach dem fiir T— 0 die Entropie un-

(24)

(26)
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abhiingig vom Volumen wird. Es geht also (35/30)r
und damit wegen (20) auch (Op/3T) v nach Null.
Fir T =0 gilt (26) exakt. Die so vereinfachte Un-
gleichung wurde von Macke und ZiescHE ? zu einer
qualitativen Diskussion des Elektronengases im
Grundzustand und von FerreLL2? zum Test der
GEeLL-MaNN-BruecknEr-Naherung ! fiir die Energie
des Elektronengases benutzt. Die Rechnungen dieser
Autoren sind jedoch von vornherein auf den Spezial-
fall der Couroms-Wechselwirkung beschrankt.
Abschlieend soll die exakte Ungleichung (23)
auf den einfachen Fall wechselwirkungsfreier Sy-

steme angewendet werden. Fiir v=0 folgt aus dem
Virialsatz (17)

il ._E_k_=£=%g

N N o )

und daraus weiter durch Differentiation nach T und o
Cy_3 9p

N 2 gaT’ (28)
3 3% _3d E _ J]E
e I
Damit vereinfacht sich (23) zu
E m 3 3 d 1 E
E ~[pd ., 3 ,3]E
N=LT8T+2‘989]N (29)

Nun kann aber aus Dimensionsgriinden E/N nur die
Gestalt

E[N=kTe(kT[er), er~ (h¥m)e" (30)

mit beliebiger Funktion ¢ haben. Mit (30) wird die
rechte Seite von (29) einfach E/N. Die Stabilitits-
bedingung entartet; es gilt stets das Gleichheitszei-
chen. Das kann nur bedeuten, daf3 die benutzte Vor-
schrift zur Bildung der variierten Dichtematrix aus-
nahmsweise wieder auf die exakte Dichtematrix des
Gleichgewichts fiihrt: g1=0. Das ist in der Tat der
Fall: Die Entropie S ist aus Dimensionsgriinden
nur eine Funktion des dimensionslosen Parameters
kT/er . Konstante Entropie heifit also konstantes
kT/ep. AuBer von diesem Verhiltnis kann aber
die Dichtematrix von z und £ nur in der Form

ow#) =R(Z .2 5T), ro=g™  (31)

To. To ¢

abhingen. Der Ubergang von U zu 30 bedeutet
ro—> Aryg. Die weiter geforderte Ersetzung von z
durch Az und von £ durch 1% macht diese Trans-
formation wirkungslos, so daf} tatsdchlich ©0; mit der
exakten Dichtematrix iibereinstimmt.
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Die Entartung der Stabilititsbedingung fiir ideale
(aber i. allg. nicht klassische) Gase ist ein Vorteil fiir
den Test von Naherungsrechnungen. Denn dadurch
gilt die Bedingung auch fiir die Abweichungen von
den idealen Werten, so da8 die Auswirkungen un-
berechtigter Naherungen nicht durch die Stabilitat
des idealen Systems verdeckt werden konnen.

Fiir die eben benutzte SchluBweise ist es ganz un-
wichtig, daB8 gerade k T/¢p der dimensionslose Para-
meter des Systems ist. Wichtig ist allein, daf es nur
einen einzigen solchen Parameter gibt. Dann muf}
die Stabilitatsbedingung stets zu einer trivialen Iden-
titdt entarten. Ein weiteres Beispiel wire ein System
mit einem Wechselwirkungspotential v ~772. Denn
wihrend es bei einem allgemeinen Potenzgesetz
v=c,/r" die beiden im allgemeinen voneinander un-
abhéngigen dimensionslosen Parameter

mkTr2/h?~T o~ (Gasparameter), (32)
kT ry*/cy~T o "3 (Wechselwirkungsparameter)

gibt, bleibt fiir n =2 nur eine einzige Temperatur —
Dichte-Kombination iibrig. Die behauptete Entartung
der Ungleichung (23) fiir v ~r~2 wird fiir den klas-
sischen Grenzfall von den expliziten Rechnungen in
Abschnitt 4 bestatigt.

3. Entropietest

Fiir klassische, durch eine Phasenraumverteilung
f(p, ) beschreibbare Systeme kann noch eine wei-
tere Vorschrift zur Konstruktion variierter Funktio-
nen f, angegeben werden. Dazu geht man aus von
der Gleichgewichtsverteilung fy5'(p, z) zu einer an-
deren Entropie S, aber im richtigen Volumen U.
Dann darf keine Ahnlichkeitstransformation der
Ortskoordinaten mehr durchgefiihrt werden, viel-
mehr muB die Entropie S durch eine Transforma-
tion im Impulsraum allein auf den geforderten Wert
S gebracht werden. AuBlerdem muf} f. auf 1 nor-
miert sein. Das geschilderte Programm fiihrt auf
den Ansatz

fa=Cfvs(up,z), §'=Sw=2 (1)
wobei der Zusammenhang zwischen £ und S" noch
unbekannt ist. Zunéchst kann die Normierungskon-
stante C aus

1= ["dI fu(p,z) =C p~3¥[d(up) dz dfovs'(up, )
(2)
bei Beachtung der Normierung von fvu s zu

C=pN 3)
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bestimmt werden. Die Entropie S. der variierten
Verteilung ist
Su=—k p['dl fos (up, )

[ fos (1 p,7) +1n C] . (4)

Der erste Term der eckigen Klammer liefert die
Entropie S, also

Su=S —3Nklnu-tS. (5)

Das letzte Gleichheitszeichen enthilt die Forderung,
daf} die variierte Entropie S, mit der Entropie S des
Gleichgewichts iibereinstimmt. Damit ist S"(u) be-
kannt.

Nun kann die variierte Energie

E.u= f’deyH

= ["d(up) dz fos(up,2) [u2K(up) +V(2)]
=u2E(0,S) +Ey(U,S) (6)

ohne Schwierigkeiten gebildet werden. E;, ist die po-
tentielle Energie. £, mul bei u=1 ein Minimum
besitzen, also

Die weitere Auswertung erfolgt véllig analog zur
Bildung der Z-Ableitungen im vorigen Abschnitt.
Wegen

#,e%s'=3Nk (8)

erhalt man an Stelle von (2.14)

dE, _[3E 3E
du 1 |3nu +3Nk§}1 (9)
OB, _[FF 3 () 2 Vg
dut 1 [du +8,u 3Nkas El
Die partiellen Ableitungen sind
3E _ 2 a%Ei _
3w =" w B g 0B (10

Die Ableitung der Energie nach der Entropie liefert
nach (1.2) die Temperatur T. Daher folgt aus dem
Verschwinden der ersten Ableitung von E, sofort

| Ex=§NkT. | (11)

Das ist der klassische Gleichverteilungssatz. Bei der
hier gegebenen sehr allgemeinen Ableitung wurde
neben den allgemeinen Eigenschaften klassischer Sy-
steme nur die Beziehung (JE/3S)y =T benutzt,
die direkt als Definition der Temperatur gelten kann.
Dagegen brauchten keine speziellen Voraussetzungen
iiber die Form der Gleichgewichtsverteilung gemacht
zu werden, vielmehr geniigt die Extremaleigenschaft
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des Gleichgewichts bereits zum Beweis des Gleich-
verteilungssatzes. Allerdings fiithrt die Forderung
maximaler Entropie zwangsldufig, vgl. eine neuere
Untersuchung von Wannier 8, auf die kanonische
Verteilung.
Die zweite Ableitung lautet nun
®E, _ _onN2 2(78777'_) s
3 11 4E, 9Nk 3s v=0.
Bei Beachtung von (11) und (2.21) erhalt diese
Stabilitatsbedingung die endgiiltige Form

| Co=Ca=iNEk. |

(12)

(13)

Die spezifische Warme mufl also immer grofler sein
als die des klassischen idealen Gases. Diese Aussage
geht iiber die fiir beliebige Systeme geltende Bezie-
hung Cy= 0 hinaus, die nach Laxpav und Lir-
scurrz 3 ebenfalls als thermodynamische Stabilitits-
bedingung aufgefalt werden kann. Sie ist offensicht-
lich auf klassische Systeme beschrinkt, da nach dem
dritten Hauptsatz Co fiir T— 0 verschwindet.

Das Ergebnis (13) kann in einfacher Weise ge-
testet werden fiir eine kanonische Verteilung. Allge-
mein ist

2
Co =~ g
F ist die freie Energie. Die Ausfilhrung der Diffe-
rentiationen ergibt
1 Comsp (o)

_ H —H/kTH2_ (4E)®
[Sp lre T kT

F= —kTInSp{e #*T}; (14)

(15)

C = 0 folgt daher sofort aus dem positiven Schwan-
kungsquadrat der Energie. Fiir klassische Systeme
tritt die Phasenraumintegration an die Stelle der
Spurbildung. Diese Integration zerfallt in eine In-
tegration iliber den Impulsraum und eine iber den
Ortsraum (Konfigurationsraum) mit dem Resultat

F=Fid_krlnj g’; e VIT (16)

Diese Entkopplung von Impuls- und Ortsintegratio-
nen ist die Wurzel von (13), denn eine zu (14) und
(15) vollig analoge Rechnung fiihrt nach

E1(Cv —Cy) = (4V)?/(kT)? (17)

unmittelbar auf das positive Schwankungsquadrat
der potentiellen Energie allein.

8 G. H. Wan~ier, Am. J. Phys. 33, 222 [1965].



GLEICHGEWICHTSZUSTANDE BEI AHNLICHKEITSTRANSFORMATION

Beachtet man den Zusammenhang (14) zwischen
Cyp und F, so folgt wegen T >0 aus (13)

32 _ iy <
2 (F-Fd) £ 0. (18)
Danach sind in der Gasphase nur Verldufe vom Typ
der Abb. 2 méglich, da F—F'¢ fiir T— < (Uber-
gang zum idealen Gas) verschwinden muB. Es gilt
also auch

é"?f (F—F)>0: S84 (19)
F-Fid
T
Abb. 2.

Die Wechselwirkung fithrt zu einer Entropie-
erniedrigung. Diese ist auf die rdumlichen Korrela-
tionen zuriickzufithren, durch die ein gewisser Ord-
nungszustand des Systems erzeugt wird. Fiir quan-
tenmechanische Systeme gilt dieser Schluf} nicht, da
durch die Wechselwirkung auch die Impulsverteilung
und entsprechende hohere Verteilungen im Impuls-
raum geandert werden.

Das Analogon der fiir klassische Systeme in (1)
formulierten, nur die Impulskoordinaten betreffen-
den Transformation fiir Quantensysteme ist

ou(z, %) =-9vs'<’+£ iz, "’2” —u ’;’”)

2 2
(20)

wobei also nur die Relativkoordinaten transformiert
werden. (20) verletzt nicht die HermiTezitat und
die bei identischen Teilchen vorliegenden Symmetrie-
eigenschaften der Dichtematrix. Auch die Normie-
rung bleibt erhalten, da bei der Spurbildung (1.7)
einfach z =% zu setzen ist. Es ist jedoch anscheinend
unmdoglich, die Entropie S, der variierten Vertei-
lung allgemein zu berechnen, da insbesondere keine
Aussagen iiber die Anderung der Eigenwerte der
Dichtematrix gemacht werden kénnen.

4. Kombinierter Test

Fiir klassische Systeme konnen die Verfahren der
letzten beiden Abschnitte kombiniert werden. Das
bedeutet eine gleichzeitige Transformation der Im-
puls- und Ortsvariablen mit zwei unabhéngigen
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Parametern x und 4:
fru= (A )3 fors(up,dz), U'=130. (1)

Die Rechnungen sind vollstindig analog zu den ent-
sprechenden der beiden vorherigen Abschnitte. Die
Entropie ist

Siu=8—3Nklniu-S. (2)
Die Forderung Si.—=S bestimmt S" als Funktion
von £ und . Die variierte Energie
En=p2E(U,S) + (Vi '2))vs  (3)
hat bei 2= =1 ihr Minimum, also
3E |

3E

OE | _ El —o,

31 |1 & du 1 (4)
S | gnzrg OF BE 402>0
aF | VANt didpt on | (AR 20,

Ah=4-1, du=u—1.

Man beachte, da die partiellen Ableitungen in (4)
den totalen Ableitungen der beiden vorhergehenden
Abschnitte entsprechen. Die frither als partielle Ab-
leitungen geschriebenen Beitridge durch die explizite
/- und u-Abhingigkeit sollen nun durch einen zu-
sitzlichen Strich gekennzeichnet werden: J'/34 und
J’/Qu. Im iibrigen bleiben alle Gleichungen von Ab-
schnitt 3 ungedndert, denn sowohl E;. wie Si. be-
sitzen die gleiche u-Abhingigkeit wie E, und S.

In den Gleichungen von Abschnitt 2 sind folgende
Anderungen erforderlich:

oo (e 2)re)
AR ey A ORI

3 3 2]
Ui = U s + Nk 5.

Die letzte Gleichung beriicksichtigt, dall nunmehr
auch Sz, von 4 abhingt, und zwar in gleicher Weise
wie von u. Die neu auftretende gemischte Ableitung
1aBt sich in der Form

2E | [ 3%E 3 QA \E
e’Za;‘gl—[azW 3 (U sy TNE as) i Jl (6)

schreiben. Der erste Term in der eckigen Klammer
verschwindet.

Das Verschwinden der ersten Ableitungen in (4)
liefert natiirlich nichts Neues. Der Gleichverteilungs-
satz (nur u-Ableitungen) bleibt vollig ungeédndert.
(QE/J2); =0 liefert wieder den Virialsatz, in dem
die kinetische Energie bereits nach dem Gleichver-
teilungssatz auf die Temperatur zuriickgefiihrt ist.
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Neues enthilt jedoch die in (4) formulierte Stabili-
titsbedingung. Die dort auftretende quadratische
Form ist positiv definit, wenn die symmetrische Ma-
trix der zweiten Ableitungen nur positive Eigenwerte
hat. Dafiir ist notwendig und hinreichend, daB
Summe und Produkt der zwei Eigenwerte, also
Spur und Determinante der Matrix, positiv sind:
3E I J2E SE  3E [ 3E \2
372 1 Bu2 1> W 322 13u 1T (0/78;)1
(7)
Wegen der Determinanten-Ungleichung miissen
C2E/37% und 32E/Qu? gleiches Vorzeichen haben.
Daher gilt an Stelle der Spur-Ungleichung auch
3% | J%E |
7822'“120’8 : 1>0 (8)
Von diesen beiden Ungleichungen geniigt eine, die
andere folgt dann in Verbindung mit der Determi-
nanten-Ungleichung. Neben dieser braucht daher
nur noch 32E/Qu2 > 0 betrachtet zu werden; das
ist die alte Stabilititsbedingung Cv = C}, von Ab-
schnitt 3.
Fir die zweiten Ableitungen erhdlt man bei Be-
achtung von Virial- und Gleichverteilungssatz

() ) -0 -4+ (50)s

+?v(ga;T _k) ]’
aiae 1 O VE G, (oo —¥): =
o ()

Dabei wurden die thermodynamischen Beziehungen
(2.19) bis (2.22) und auBlerdem noch
2E )

(38) == (S0 )s(=— 5550
3S 3V )s\~  3s3U

benutzt. Die Determinanten-Ungleichung lautet nach
kurzer Zwischenrechnung

(10)

1 A \, P _ 3}1)
9N \( ) 4 & 0 (89 T (11)
NT [3(p—p") ]2
= Cy—Cy 03T

Auch auf der linken Seite von (11) kann p durch
p—p'd ersetzt werden. Die Ungleichung

Q2E/Q22], =0
unterscheidet sich von (11) nur dadurch, dafl

(C fu—Cf;) durch Cy ersetzt wird und ist daher
wegen Cy=> C schwicher als (11).
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Die allgemein giiltige Beziehung (2.23) muf fiir
klassische Systeme ebenfalls schwicher sein als (11),
denn sie bringt die Stabilitdt des Systems bei Varia-
tionen lings des speziellen Weges Au=1 in der
/. — u-Ebene zum Ausdruck, (11) dagegen die Sta-
bilitdt bei beliebigen Variationen in dieser Ebene.
Im klassischen Fall kann in (2.23) 4 E/9 N durch
2 k T/3 ersetzt werden. Tatséchlich liefert (11) dann
eine groflere untere Grenze fiir den Ausdruck der
linken Seite von (11) als (2.23). Es ist namlich

_NT (3p _ 2>!,Y1( °p )2_3
cv—cﬁ(nar ) = Cy \odT 3 kT, 112

denn Multiplikation mit Cop — Cy, liefert nach kurzer
Zwischenrechnung

3N (EQ,Y _g % 2 Cy
2 Cy \03dT 03T " 3 N (13)
_3 N (je,_,2,,cq)2>0
2 C,\03T 3 N/ =

Die Ungleichung (2.23) braucht also, wie in Ab-
schnitt 2 bereits erwihnt, nur bei quantenmechani-
schen Systemen betrachtet zu werden.

Geniigt die Teilchenwechselwirkung einem ein-
fachen Potenzgesetz v=c,/r", so kann zunichst

([%(3/3x)]2V) entsprechend

v E=) ) = {=)") (14)
=3n(f’ kT) 3’;"

auf die Druckdnderung zuriickgefithrt werden. In
(14) wie in den folgenden Gleichungen bedeutet
A" = A — A4 die Abweichung einer Grofle vom Wert
beim idealen Gas. Eine Dimensionsbetrachtung in
Verbindung mit (3.16) zeigt, daB die Anderung F’
der freien Energie nur die Form

F'=NT f(T U3)

haben kann. SF’/OT hiingt danach iiberhaupt nur
von der Kombination T U"? ab. Daraus folgt

(15)

n 3 OF _ 3 OF
T 3T 3T v 30 3t ’ (16)
Nun ist aber
__ o2 3’ _ _ oF =
C'y T ’*T" und 3T = T arav” (17)
Aus (16) und (17) liest man unmittelbar
nCy_ 30 (18)

3 N
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ab. Mit (14) und (18) vereinfacht sich die Unglei-
chung (11) zu

n P [P _ 3 | n 3
3 OT+':QT T89J=3 odr ° (19)
Die Berechnung der erforderlichen Ableitungen aus
FI
== (V)=
2L By el
T[Q SQJP_ ¢ So = Ug’ (20)
p” 3 ]
= [1 +T ﬁJg

zeigt mit U3/0U=nTJ/33T, daB die beiden
Seiten der Ungleichung (19) identisch sind. Die
Determinanten-Ungleichung entartet, sie liefert kei-
nerlei Einschrinkungen fiir die Funktion f. Fiur
klassische Systeme mit Potenzwechselwirkung bleibt
also als einzige der hier betrachteten Ungleichungen
die allgemein giiltige Cv = C}, iibrig, die in Ab-
schnitt 3 bereits diskutiert wurde.

Die Entartung der Ungleichung (11) fiir Potenz-
potentiale bedeutet (vgl. die analoge Diskussion in
Abschnitt 2 fiir ideale Gase), dafl es einen Weg in
der / — u-Ebene gibt, auf dem man die exakte Gleich-
gewichtsverteilung an Stelle einer variierten Vertei-
lung erhalt. Aus dem Verschwinden der Determi-
nante folgt, dal einer der beiden Eigenwerte der
aus den zweiten Ableitungen von E;. gebildeten
Matrix Null wird. Das zu dem verschwindenden
Eigenwert gehorende Verhaltnis von 41 und 4u
kann aus

3 3% 3
35z 1Al+ 3i3u 1A’u_0’ (21)

s _ SEpioe __ vEpe

Au S2E[32 32E[34 du

mit (9) und (18) zu

Al____ $ —kN/C, _ 2”7(]'1,___727
du = T (NCp) 3pJedT 3 N-3pJedT =
(22)

bestimmt werden.
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Dieses einfache Resultat kann direkt verstanden
werden. Das System besitzt die beiden in (2.32)
bereits diskutierten dimensionslosen Parameter.
Sieht man von der hier uninteressanten Normierung
ab, so kann die Form der klassischen Verteilungs-
funktion nur von dem zu T U"? proportionalen
»klassischen® Parameter abhiangen, der die Pranck-
sche Konstante nicht enthalt. Die Impulse konnen in
Einheiten (m kT)": gemessen werden, die Lingen
in Einheiten ry=07"%. Die Verteilung hat also die
Gestalt

(23)

f(p,x)~¢( TU"/3>

VT’
Die variierten Funktionen f;x wurden aus den
Gleichgewichtsverteilungen zu anderen Volumina
und Entropien konstruiert. Der Entropiesnderung ent-
spricht in (23) eine Temperaturanderung T —» T.
Soll nun die variierte Verteilung

fup,2) ~op (o0 42

mit der exakten Verteilung (23) ibereinstimmen,
so muf} offenbar

LLILY S ) (24)

;y =1 und v4"=1, also pui"2=1
gelten. Daraus folgt aber sofort das Resultat (22).

Am Schlul von Abschnitt 2 wurde ohne explizite
Rechnung die Entartung der Ungleichung (2.23)
fiir ein zu r~2 proportionales Wechselwirkungspoten-
tial begriindet. Tatsdchlich folgt aus (18) fiir n=2
das Verschwinden von (13). Damit ist die behaup-
tete Entartung wenigstens fiir den klassischen Grenz-

fall bestatigt.

(25)

Herrn Prof. Dr. W. Macke danke ich sehr herzlich
fiir sein forderndes Interesse und die groBziigigen
Arbeitsmoglichkeiten, die er mir am Institut fiir Theo-
retische Physik der Technischen Universitdt Dresden
gewihrt hat.



